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volatilitou (Hestonuv model)



Opce (zakladni typy)

Opce je pravo (nikoli povinnost) prodat
nebo koupit podkladovy instrument za
dohodnutou cenu

Pravo prodat - put opce

Pravo koupit - call opce

Pravo je mozné uplatnit jen v Case

o

expirace — evropska opce

Pravo je mozné uplatnit kdykoli — americka
opce




Podkladové instrumenty

Akcle

Mena

Dluhopis

Komodita

Jiny derivat (futures, swap)



Global OTC dervatives
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Number Of TheWhordd's Top 500 Companies That Use
Demratives: By Type OF Risk
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Binomicky model

Cena (hodnota) opce je ur€ena na zakladé
arbitraznich vztahu

Mé&jme tfi cenné papiry — akcii, bond, opci

Kurz akcie muze v nasledujicim okamziku bud
vzrust nebo klesnout

Pomoci urcitého mnozstvi akcii a bondu vytvofime
portfolio, které se bude chovat jako opce
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Binomicky model

* Replikujici portfolio

USA + Iil+ t;): C
dA + dl+ [;): G

« /\...pocet akcii (hezndma)
 B...velikost bezrizikové investice (neznama)



Binomicky model

« Resenim rovnic je
— Cu B Cd

- uS-ds

_ CuS- ¢ dS
"~ (us- dd1+ )

« Jelikoz se portfolio v koncovém Case chova presné jako opce,
musi byt jeho hodnota na pocatku rovna hodnoté opce. V
opacném pripadé by existovala moznost arbitraze:

(1+rf)—dC +u—(1+rf)
-d " u-d

Cd
c=AS+ B=—Y

1+r,



Binomicky model

e Nyni si zavedme substituci

r=1+r,

_r-d

P u—d-
Jednoduchymi Upravami dostaneme cenu opce jako
diskontovanou stfedni hodnotu

C:[pcu+(1— D) G|

p je tzv. rizikové neutralni pravdépodobnost



Binomicky model

 RozSireni na vice casovych obdobi
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Binomicky model

RozSifeni na vice ¢asovych obdobi

* Postupna aplikace jednoperiodického
modelu

» Nejdrive najdeme c,, a c,

. = [pcuu +(1_ p)CUd]

u

[P +(2- pay

Cq

Hodnota opce na pocatku je

C:[locu +(1- pg] :[PZCUU+ZP(1— dau+(1- )



Binomicky model

RozSifeni na vice ¢asovych obdobi

e Zobecnenim na n period dostavame

— . n! i(1_ A\ % p—N
oS 0



Binomicky model

Konvergence k Black-Scholesové formuli

e Dosazenimza uad

u=& i
d=gV

a limitou n do nekonec¢na dostavame Black —Scholesovu formuli pro
ocenéni opci

cal(S, T, K = SN §- k& i dov



Black-Scholesova formule

* call(S, T, K)= SN 9- k&™ i eov |

S ... sou¢asna cena akcie
K ... realiza¢ni cena
T ... ¢as zbyvajici do uplatnéni (expirace) opce

Q volatilita akcie
N(.) ... distribu¢ni funkce normalizovaného normalniho rozdéleni:
bezrizikova urokova mira

1 ¢ - X°
N(Z):EJGX[{ 5 jdX
1 ( S j VT

e K

d=—7=lIn +0——
ovT e 2




Priklad (Ambro z, Ocenovani opci)
Ocenéni kupni opce na akcii

Cena akcie 1000K¢

Realiza¢ni cena 1000K¢

Cas do expirace 6 mésict

Urokova mira 8%

Volatilita 30%

a)Pocet period 2

u= e”ﬁ - eo’ggs ~11618

call =94,2994



Priklad (pokr.)

b)Pocdet period 24

T

U= e”F - é’sﬁ:ﬁ =1.0443

d = e_”ﬁ - e_O’SE) = 0,957¢
T

u-—d
call =103,0089



c) Pocet period 183

call =103,987¢

d) Black —Scholes
call(S, T, K)= SN g- K& i dov J=1000 { X+ 1000%°% (N ¢ 0.4 Of

1 S JT 1
d= In| — T to = In -0,08x05
oJT \e"K 2 03/05 (e %9100

T2

1000 O) N 03\/ 05

call (1000, 0.5, 100p= 103,88:




Vypocet volatility

 Méjme Casovou rfadu kurzu akcie (napf. denni
uzaviraci ceny):

ST TS RRReS

Potom denni volatilita je




Vypocet volatility

Roc¢ni volatilita je

Kdybychom vychazeli napf. z tydenni ¢asové rady (interval
mezi kurzy je 1 tyden, pak



Implikovana volatilita

call(S,T,K)= SN - K&™ N dov | (BS)

Na levou stranu BS vzorce polozime trzni cenu opce a volatilitu
bereme jako neznamou. Takto vypocitana volatilita se nazyva
implikovana



Volatility smile
* Pokud pro ruzne realizacni ceny

vypocitame z trznich cen opci

Implikovanou volatilitu, dostaneme obvykle
nasledujici graf

Implikovana vo




Volatilita

* Pokud by platily predpoklady BS
modelu,musel by byt graf implikované
volatility horizontalni pfimka

* Pricinou je stochasticky charakter
volatility,skoky....

 Modely berouci v tvahu stochastickou
volatilitu:

Heston, Stein&Stein, Hull-White a dalsi



Put- call parita pro evropskeé
opce

 Necht call(S,T,K) a put(S,T,K) jsou
hodnoty evropskeé kupni a evropské
prodejni opce vypsané na stejny
Instrument, jehoz momentalni cena je S,
se stejnou dobou do expirace T a stejnou
realizacni cenou K. Pak

e call(S,T,K) +Ke "= put(S,T,K)+S.



Put- call parita-d ukaz

Sowasnost Budoucnost(okamzik expirace)
S*< K S*>K
vypsana call -cal®, T,K 0 -(S*-K)
koupena put Pug,T,K K-S 0
koupena akcie S S* S*
bezrizikova -Ke™T -K -K

vypijcka
celkem 0 B 0 0



Hodnota put opce

* Podle put-call parity plati

put(S, T, K)=—call(S, T, K) - S +Ke"T.

Dosazenim za call z BS formule mame

put@, T, K=Ke ™N(~d +a+/T) - SN-d),



Pouziti put-call parity

o Synteticky kratky prode] akcie:

-S=pu{ ST, H-call ST K- Ké".



Uplatnéni americkych opci

o Call opce
Plati

V kazdy okamzik krom & doby t ésné pred vyplatou dividendy a
¢asu expirace plati pro hodnotu C americké call opce C  >S-K.

Dusledky

*Pokud akcie nevyplaci dividendu (béhem zivota opce), pak ma
smysl ji uplatnit jen v ¢ase expirace. Jinak je lepsSi ji prodat

sTakova opce se chova jako evropska a je mozno ji ocenit BS formuli

Americkou opci na akcii s dividendou ma smysl uplatnit jen tésné
pfed vyplatou dividendy nebo v Case expirace



Uplatnéni americkych opci

o Kritérium pro uplatnéni
Pokud tésné pre vyplatou dividendy
(exdividendy) plati

SK > Call(S-D,T-t, K).

Dusledky
*Existuje minimalni uplathovaci hranice S
«Jestlize plati S>S je opce uplatnéna

*Tuto hranici je mozné si spocitat pfedem

Ocenéni americkych opci je obtizné, neexistuje explicitni
vzorec. Lze pouzit binomicky model nebo vzorce p  Fiblizné



Citlivost hodnot opci  (Greeks)

Evropska call opce

ocall(S, T, K)
= =N(d)>0
Ny JS (d)> .
_ocal(STK_ 1 seed? o
6. =- o 2\/_ T -r.e KN(d—Uﬁ)<O
dcall(S,T,K) _ - d?
U, = — —ST\/ e 2’ >0
i 00 NP

P = aca"gSr’T’K) = KTe " N(d -ovT )>0
f




Citlivost hodnot opci  (Greeks)

Evropska put opce

aput(S,T,K)
) = ?(s K)—N(d)—1<0
__Oput(S,T, 1 d?
0, = T mee +re" KI\( d+0f1)0
142
0, = oput(S,T.K) _ 1 STTe 2 >0
00 V2T

Pp = Gputh;,T,K) =—e™ KTN(—d +Gx/'|T)<O
f



Black —Scholesova rovnice
Rizikova neutralita



Black —Scholesova rovnice

Necht vyvoj ceny akcie se fidi
stochastickym procesem

dS(t) = pS(t)dt + oS(t )dw(t)

Predpokladejme, ze cena derivatu f zavisi pouze na case
a na cené podkladové akcie. Tedy

f=f(t,S(t)).



Simulace Wienerova procesu
(Brownova pohybu)

Wiener Process
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Simulace geometrického Brownova
pohybu

Geometric Brownian Motion

|
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000



ltoova formule

Motivace

M¢jme diferencovatelnou funkci redlnych prémychf (t, x). Potom pirastek df nizeme
vyjadiit podle Tailorova rozvoje

df = f(t+dt x+ d>§:ﬂ dt+ﬂ dx¢leny vyssihoradu
ot OX
Cleny vy3sihdadu se ¥tSinou zanedbavaji.

Pokud bude x Wienév proces, je nutno brat v ivahdlen vysSSihdadu, protoze

dW dw= dt

2
of = f(t+dt W+ de:‘z—ft d&% d %gx‘; dt

coz je Itoova formule



Black —Scholesova rovnice

Podle Itoovy formule je prirastek ceny derivatu v zavislosti
na prirastku ceny akcie roven

of

df:{af g4 Of L 10°f Zsz}duascsjw

as” ot 2682

:ﬂds of 1‘” 0°S* |dt.
0S ot 2as2



Black —Scholesova rovnice

Vytvoirme portfolio, které se bude skladat z -1 mnozstvi
derivatu (kratka pozice) a z

of
+ _
0S

mnozstvi akcie. Hodnota portfolia P je tedy

of
PZ_f"'%S (1.3)



Black —Scholesova rovnice

Prirustek hodnoty portfolia v zavislosti na pfirustku ceny akcie je

dp = —df + % ds
0S

Dosazenim za df a dS dostavame

B 2
dP afds+[af +19 fGZSZJdt}+ngdS

0S ot 2052 (1.4)

2
(o207 gy
ot 20S




Black —Scholesova rovnice

Je vidét, ze pfirustek hodnoty portfolia neobsahuje nahodnou
slozku, a tudiz je portfolio bezrizikové. Z toho duvodu musi byt jeho
vynos za dobu dt bezrizikovy. Neboli

dP = Pr; dt.
Dosazenim zadP z (1.4), za P z (1.3) a vynasobenim -1 dostavame

A L1071 g dt_rf(f—ﬂsjdt
o 208 dS

neboli po Gpravé

2
Sﬂ 152529 f+af—rff:O
0S 2 0S? ot




Black —Scholesova rovnice

Tato rovnice se nazyva Black-Scholesova
parcialni diferencialni rovnice a splnuje ji
nodnota kazdého derivatu zavisejici pouze na
Sase a cené podkladové akcie. Reeni pro
Konkrétni derivat zavisi na okrajovych
podminkach. Napfr. pro call opci je okrajova
nodminka

call(S,0,K)=max 0,5 - K



Black —Scholesova rovnice

A4

 ResSenim je Black — Scholesova formule
cal(S,T,K = SN d- k& LoV I

kde

Lze se snadno presvédcit, ze formule spliuje
Black — Scholesovu parcialni diferencialni rovnici.



Rizikova neutralita

o Aparat rizikove neutrality umoznuje vyjadrit
cenu derivatu jako (diskontovanou) stredni
hodnotu pri tzv. rizikové neutralnich
(martingalovych) pravdepodobnostech.

e To nasledné dava moznost ocenovat
financni derivaty metodou Monte - Carlo




Rizikova neutralita

e Numeraire

Vychozim krokem metodiky je urCeni vhodne
merici jednotky, v které budeme mérit hodnotu
daného aktiva. Tato mérici jednotka se nazyva
numeraire. V této kapitole zvolime za numeraire
penézni Ucet (money account). Za numeraire je
mozné ve vhodnych situacich volit 1 jina aktiva
(bond, akcie), coz muze usnadnit vypocdty.



Rizikova neutralita

Nech’ r(t) je bezrizikova urokova miradase t. Na p&atku véase t=0 ulozme
jednu perzni jednotku, ktera se bude zhodnocovat pomoci spojilétieni.

To znamena, ze za malgsovy okamzik si peani jednotka fipiSe urok r(t)dt.
Ozna&me hodnotu tohoto pénaniho &tu B(t) . Potom sé&di rovnici

dB(t) =r(t)B(t)dt

Redenim této rovnice je

jr(s)ds
B(t)=e°



Rizikova neutralita

Jestlize cena aktiv( t) sleduje proces
dS=a%t + oW,

pak procesZ(t):ﬂ, kde B(t) je definovano pomoci (2.1), jézel

B

stochastickou diferencialni rovnici

dZ =(a-r)zdt+oZdw.



Rizikova neutralita

Dukaz. Pouzitim vicerozrrne Itoovy formule, kde zakladni vstupy jsou:

X
fix,y)=—
()=
o _1 o __x
ox y oy vy
2 2
0X y y
°f __1
oxoy  y?
dostavame
1 S 1 5 1
dZ==dS-—dB+2—(dB)" - 2—(d<dB
B B2 B3() BZ( )

= a§dt + 0§dW —%rBdt
B B B

- r)zdt +ozdw,



Rizikova neutralita

2.2 Girsanovova véta
Véta 2.1 Nechr W(t), 0<t<T je Wieneiv proces vzhlede

k pravéépodobnostni nmie P a nech )\(t) je ndhodny proces takovy, ze

t t
Y(t):exp{—%j)\z(u) du= [A(Y dw l)l} (2.3)
0 0
je martingal. Definujme novou prasoodobnostni mirQ takovou, ze
dQ(w) = ¥(T)dHw).
Potom nahodny proc
t
W(t)=W(9+ [A(4Jdu
0

je Wienerovym procesem na interviO<t<T vzhledem kravdpodobnosti
mire Q



Rizikova neutralita

Aplikace
Jak jsme odvodili v lemmatu 2.1 sleduje proces

2(0) = %

stochastickou diferencialni rovnici

dZ =(a-r)zdt+ozdw. 2.4

Aplikujme nyni na tento proces Girsanovoviiw kde

Potom proces ~ W(t)=W {+At je  Wienerovym procesem fi
pravcEpodobnostni nite

dQlw)= exp{— Ler -w(r )}dP(w).



Rizikova neutralita

Dosalme v (2.4) zaW(t) = W( ) - A t. Dostavame

dZ =(a-r)zdt + 6ZdW - oZ\dt
=(a-r - o\)zdt + 6ZdW
= gZdW.

Redenim této rovnice je

Z(t) = exp{ c;t + GVT/(t)j

Podle reprezentacniho teorému je Z(t) martingal




Rizikova neutralita

Diisledek.Dosazenim z&(t) = S(%(t) snadnou Upravou dostavame

S(t) = ESS(t) e

S{u) | 2.7)




Rizikova neutralita

Aplikace na evropskeé call opce

VsSechny pedchozi uvahy |ze provést pro derivat evropskepa,tyehoz cena v
caset je funkci podkladoveho aktivacasu. Specietpro evropskou call
opci v Black-Scholes@modelu mame vase expirace

C(T,9T),K)=max0,9T)-K).
Aplikaci vzorce (2.7) dostavame hodnotu opéaset

Clt. S{t).K) ="y [mako S(T) - K]

Girsanovova transformace A odpovida trzni cen é rizika,
ata je stejna pro vSechny derivaty typu  f(t,S)



Mertonuv model na akcii se
spojitou dividendou

o Spojita dividenda g (dividendovy tok),
znamena, ze akcie vyplati v malém
casovém useku dividendu o velikosti

S AN



Mertonuv model na akcii se
spojitou dividendou

 Cena call a put opce je pak rovna
cal(S(), T-t K =et™ gy &)- k&™) N¥-o) F )t

putS(), T- t Ky = ke" ™ N- d' +o/ T }- @™076)t {+ )

kde

Inglit)+(r -q +0%)(T—t)

ovli—t

dM =

Pri g=0 se model redukuje na klasicky BS



Mertonuv model na akcii se
spojitou dividendou

Aplikace
 Opce na akciovy index
 Menové opce (g=zahranicni urokova mira)

* Opce na futures(pokud se jedna o futures
na akclii, pak g=ry)

o Komoditni opce



Priklad

» Predpokladejme ménovou call opci dolar/libra. Nominale je 1mil liber. Sou€asny kurz
je 1.60 (USDIL),

Domaci urokova mira (americkd) je 8% , zahrani¢ni (britskd) je 11%, realiza¢ni cena je 1.60
USD/L. Doba expirace je 4 mésice, volatilita kurzu je 14.%.

Opce tedy dava pravo koupit za 4 mésice 1mil liber za v kurzu 1,60USD
Vstupni Udaje

. S=16

. K=1.6

- R=0.08

.« (=0,11

. T-t=4/12
o=0141

Dosazenim do Mertonova vzorce dostavame,

Ze cena opce je 0,043USD (na 1 libru). Tedy pfi nominale 1mil liber bude
cena 43 000USD.



Delta hedging

e Delta opce je
definovana jako

dcall(S, T, K)
Be =55

dcall(S,T,K) udava (maly) firistek ceny opceipmalem giristku ceny akcie 8
Zrejme plati

dcall(S, T, K) =A. dS



Delta hedging

e Otazka

Jestlize drzime k. opci, kolik musime nakoupit
akcii, aby celkova zmena hodnoty portfolia
(akcie, opce) byla nulova?

Matematicky vyjadreno

k.d(call)+k_(dS)=0



Delta hedging

+ Dosazenim d(call)=A_(dS)

a jednoduchym vypocltem dostavame

kS = _Ackc



Delta hedging

e Priklad

Predpokladejme, ze jsme vypsali 100 akciovych
kupnich opci. Kolik akcii musime nakoupit,
abychom opcni pozici zahedgovali, jestlize delta
opce je 0,27
Reseni
Jelikoz jsme opce vypsali (kratka pozice), bude k.=-100. Dosazenim
do vzorce dostavame

ks =—(-100)x 0,2
=20

Na zahedgovani pozice 100 vypsanych kupnich opci
musime nakoupit 20 akcii



Delta hedging

 Obecna podminka

Oznacme V] hodnotu cenného papiru j- teho typu (napf. razné typy opci). Oznaéme
n, pocet cennych papiru j-tého typu obsazenych v nasem portfoliu. Jestlize je n,
kladné, znamena to, Ze jsme v daném papiru v dlouhe pozici, zaporne n, bude
znamenat kratkou pozici. Hodnota portfolia je

VEanVi+tnp\L+..4ny

Necht p =
echt i = 55

Podminka nulového delta portfolia je

nA+nA,+..+nA, =0



Delta hedging

 Protoze se delta v ¢ase méni, musi dealer
pozici nulovéeho delta neustale upravovat.

e To vede k transakénim nakladum.

* Aby je minimalizoval muze zaujmout pozici
nulového gama

nfr,+nl ,+...+nl, =0.

0N _dh

[ =——=—
JS° JS




Obecny hedging

* Dealer se muze zahedgovat rovnéz proti
zmene volatility, pohybu Casu Ci zmene
urokoveé miry

nA +nA,+...+nA, =0
nu,+nu,+...+nu, =0
o +np,+...+np, =0
né +nd,+...+ng, =0

Jedna se o Ctyfi rovnice o k neznamych, které maji vétSinou
pfi dostate¢ném poctu ruznych druht cennych papiru (opci) v
portfoliu netrivialni feSeni



Bariérove opce



Zpusoby ocenovani(podobné jako
u klasickych (plain vanila) opci
 Metoda rizikové neutrality (pouziti metody
Monte Carlo)

 Re3eni parcialni diferencialni rovnice (s
prislusnymi hranicnimi podminkami)

 Metoda replikace

(opce se replikuje pomoci vhodnych, jiz
obchodovanych instrumentu)

o Explicitni vzorce, pokud existuji, jsou pro
exotické opce véetsinou velmi slozité



Hodnota up-and-out call opce

v=sfy (o (3)) - (5 (3)
K[ (- (7)) - (- (3)).

<
=




Bariérové opce
Priklad 1

* Predpokladejme exportni firmu, jejiz trzby
V eurozoneé jsou mesicne 10mil euro.
Firma ma obavy z poklesu kurzu Kc/Euro,
coz by vedlo ke ztratam pri zpetné
konverzi Eura na koruny a chce se proti
tomuto riziku zabezpecit. Odmitne menovy
forward, nebot chce profitovat z
pripadného priznivého vyvoje. Uvazuje
proto o koupi vhodné opce



Priklad 1(pokr.)

Zakladni udaje

Momentalni kurz KE/Euro=26Kc¢

Volatilita kurzu 20%

Cas maturity 1mésic

Domaci urokova mira r=1,6% (1m Pribor)
Zahranicni urokova mira r,=0,2%



Priklad 1(pokr.)
Sceénar 1

* Firma oCekava pokles kurzu, nema
zadnou predstavu, jak velky to ma pokles
byt

» Koupi si (klasickou) prodejni opci na Eura
s realizacnim kurzem K=25.50Kc¢/Euro.



Priklad 1(pokr.)
Scénar 1

Asset price ( S)

26.00

Strike price ( X)

25.50

Cash rebate ( K)

0.00

Time to maturity ( T)

0,0833(1m)

Risk-free rate ( r)

1.40%

Costofcarry ( b)

1.60%

Volatility ( o)

20.00%

Value

0,1038

Hodnota put opce na prodej 1Eura je
0,1038K¢

Jelikoz nominale bylo 10mil Euro, bude
hodnota opce 1 038 000KE

Upozorn éni

Pokud priteme naklady na opci, bude se
strategie vyplacet az po poklesu kurzu
pod 25,3962 KC/Euro



Priklad 1(pokr.)
Scenar 2

* Firma predpoklada, ze kurz neklesne pod
25KC/Euro. Aby usetrila naklady, koupi si
knock-out-down put opci s barierou
25KC/Euro a realizacnim kurzem
K=25.50KC¢/Euro



Asset price ( S)
Strike price ( X)

Barrier ( H)

Time to maturity ( T)
Risk-free rate ( r)
Costofcarry ( b)

Volatility ( o)

26.00

25.50

25.00

0.08

1.60%

1.40%

10.00%

Value

0.0161

Hodnota opce pfi nominale 10mil
Euro, realizacnim kurzem
25.50K¢&/Euro a bariérou
25K¢/Euro je 161 000KC.

Opce se vyplati pfi poklesu kurzu
pod 25.4839 K¢&/Euro

Existuje riziko , ze pfi poklesu
kurzu pod 25Kc¢/Euro bude opce
bezcenna a firma utrpi vétsi ztraty
nez kdyby se nezabezpecila



Priklad 1(pokr.)
Sceénar 3

 Firma uvazuje nasledovné: Pokles kurzu pod
25.00KC¢/Euro jiz muze zpusobit potize. Nabizi
se tedy klasicka (plain vanila) put opce s
realizacnim kurzem 25K¢. Firma rovnéz ocekava
vysokou volatilitu kurzu, coz znamena, ze kurz s
velkou pravdépodobnosti muze v prubéhu
meésice klesnout pod 25.00K¢/Euro a zase se
vratit. Proto se rozhodne vyuzit knoc-in-down
put opci s bariérou 25.00K¢&/Euro a realizacni
cenou 25.50Kc/Euro.



Priklad 1(pokr.)
Sceénar 3

Asset price ( S)

Strike price ( X)

Barrier ( H)

Time to maturity ( T)

Risk-free rate ( r)

Costofcarry ( b)

Volatility ( o)

26.00

25.50

25.00

0.08

1.60%

1.40%

20.00%

Value

0.3608

Cena opce bude 3 608 000KC.

Pokud by si firma koupila klasickou put opce
s realiza¢ni cenou 25K¢/Euro pak by jeji cena
byla 2 105 000KE&. Nicméné predchozi opce
umozniuje pfipadné profitovat (pfi prorazeni
bariéry) z poklesu kurzu jiz pod 25.50K¢

Pokud by si firma koupila klasickou put opci s
realizacni cenou 25.50K¢&/Euro pak by jeji
cena byla 3 650 000K¢



Priklad 1(pokr.)
Scenar 4

* Firma si neni jista, kterym smerem se
oude kurz ubirat. Nicméne uvazuje, ze v
oripadé, ze prekrocCi hranici 27.00K¢/Euro,
pak je jiz nepravdepodobng, ze by ve
zbytku casu klesl pod 25.00Kc/Euro.
Proto si koupi knock-out-up put opci.




Uvod do moderni teorie
urokovych derivatu



Vasickuv model

Rovnice urokové miry
dr(t)=a(b-r)dt+odw
b....., Mean reversion®

a.... rychlostreverze
Reseni
i
T |;!L| — .-“'_m,l‘ I{_'I —+ h (1 — r'_m) + [.r-"’”':t_s:'mfﬂ' I"'|I
0

Rovnice hodnoty bondu P(rt ,t,T)

oP 0P 10%P OP
dP=|Z 1% (a(b- ) += 2| dt+ <o d
ot " or (& r>)+28r20] T W

P(T,T)=1




Vasickuv model

Hodnota zero bondu

p(1,T) = lt7)- 5
1- e—a(T—t)

B(LT)=— ()

[B(tT)~(T-9](2b-97) 0B (LT)

a’ 4a

At T)




Vasick uv model

Simulace
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Vasick uv
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5a) Simulace urokové miry (100 trajektorii).



Vasick v model
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Vasick uv model

0.99

=
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0.97

expected hond value

=
[da]
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time(in days)

Obr. 5¢ Oc¢ekavana hodnota bondu mérena v case 0 (odpovida obr. 5b).



Vasick uv model

I:II:I1:2 T T T T T T T

0.m

0.00s

0.006
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standard deviation of bond value

0.00z

a a0 100 150 200 250 300 350 400
timelin days)

Volatilita bondu (odpovida obr. 5b).



Call opce na zero bond
o Zero bond se splatnosti T

o Call opce s dobou expirace S<T,
realizacni cena K

o K vypocCtu pouzijeme rizikové neutralnich
pravdepodobnosti

call(t,T,S, K) = 2| e “rids max K S J- Kq




Call opce na zero bond

call(t,T,S,K)= P(t, T) N h- KI\( Hap)

7 :a\/l_e 2a(T t) B(S T)

n=2ioo| sk |+

B(S T) jeureno (**).




Ocenovani cap a floor
(BS pfristup)
o Cap slouzi k zabezpeceni proti vzestupu
urokoveé miry
* Floor slouzi k zabezpeceni proti poklesu
urokové miry

 Podkladovou urokovou mirou byva
vétsinou mezibankovni mira (LIBOR,
PRIBOR, EURIBOR)



Ocenovani cap a floor

« Cap je souctem capletu, floor je souctem floorletu
. Vyplata floorlet L* 7* maxr —r. 0)
» \yplata caplet L* r*max (r, —r,0)

Kde L je nominale, I  je délka periody, r podkladova Grokovéa
mira a r, realizacni irokova mira



Ocenovani cap a floor

Black 76
caplet=L *r *e "' [ FN(d)- R I\( d—ax/_'lﬂ
1 FY VT
=) T

Kde F je forwardova urokova mira na obdobi 7,0
jeji volatilita, T ¢as do expirace

cap=) caple

BS pristup dava pfi delSim obdobi nerealistické vysledky

Pokrocily pfistup vychazi z modelu LMM (Libor Market Model)



Ocenovani cap a floor

Cap/floor volatility surface




Ocenovani opci se
stochastickou volatilitou



« Hilavni predpoklady Black-Scholesova
modelu

-vynosnosti podkladového instrumentu maji
normalni rozdeleni

-volatilita je konstantni

e Dusledek

- Implikovana volatilita by méla byt
konstantni



Skutecnost
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Skutec¢nost

Volatility Surface

Lmpl. volatility

031 .
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Figure displays the ODAX implied volatilities computed from the BS .
ODAX:.European options on the German stock index



Predpokladejme, ze cena derivatu zavisi na
dvou podkladovych instrumentech

fi(t,61,8),

kde

df =mo dt+ s dW 1,2
corr(W, ,\W,) = p



Podle vicerozmeérné Itoovy
formule plati

df, = pu, f dt+o, f dW+0, fdw

f_afur@fj 9+af L1 §zazf.
mT = T o Mt e ™t i
1, ,0°f 1 O f.
+3 0, —++ ’
27250 TP > 3 P 250,00,
of.
T4 fj %Slel
J
of.
021 fj 8_952(92



Pomoci tri jiz obchodovatelnych
derivatu
sestavime bezrizikové portfolio

M=k f,+k,f,+k,f,

ko i+ kg ,f+ kg f =0 (1)
Koy B+ Ko 5 f o+ kg ,5f =0 (2)



Protoze portfolio je bezrizikové, musi platit

dIl = <k1:ul f 4 Kot T4 ksusfsj dt
dII = IIrdt

ki T+ Koo, £+ Ky 5T o= I‘[ K, f i+ K,f st ksf]

k1f1<:u1_r>‘|'k2f2(:u2_ I‘)—I—k3f3(,u 3 r>:O (3)
Protoze ne vsSechia  jsou nulova, musi byt rovragesie. Tedy po Uprav
p—r=XAo+A0,



Stochasticka volatilita (Heston)

dS(§=pg() de () $)t o)

Rovnice volatility (rozptylu)

dv (t) =k(8-v(t))dt+odws (9



dC = uCdt+ o, fdW+a., fdW

OC 9C HC 1 . 9%C
C— S+Zk(0— ~vS
pC="rtoghSto hl0—v)+7rSog
2 2
+£02 aC—I—EpUVS 0°C (4)

2 oV’ 2 00
0.,C = a_c SJv (5)

0.,C = —0\/_ (6)

He — 1 = )‘1001+)‘20C2



Vynasobme posledni rovnost C a dosadme vyrazy (4), (5), (6).

9C  ac , 90 1
5 -I—aS<,LL )\1\/_) 8y[ k(0 —v) 20\/_l—|— I/S2
+102V(92c:+ _0%C

a2 7" 9500

882
=rC

Podkladova akcie je obchodovatelna, a proto

p=Av =T



Volatilita obchodovana neni. Trzni cena rizika volatility musi byt
zjisténa z jiz obchodovanych derivata.

Predpokladejme, ze

)\20\/; = AV

Dosazenim mame

oC 0C 0C 1

2
+ FS—I——[I{<9—V>—)\U]+§V828 ¢

% 9S o 5
1, 9°C 52C
— S = rC 5
TRV TP S e )

Okrajova podminka:

C(S(T). T K=max( § J- KQ



Reseni rovnice (5)

Zavedenim substituce x=log(S) dostavame

8C+8C[r—Ey]—i—a—clﬁzw—y)—)\y]—i—}yazc
ot  OX Ov 2 OX
1 , 9°C 0°C
_ :rC 6
27 92 TP axow ©)



Predpokladejme fFeSeni ve tvaru

c(sy T-J=sK &, F)t K&V p &, -T)

Dosazenim do (6) dostavame, ze P musi splfiovat rovnice

oP oP oR 1 0°P
—J+(r+u-v)—1+(a—b-v)—1+lv—J
ot 7 ox oy 20 ax?
0°P 1 , 9°R
+pov +=0% =
oxov 2 ov 2

ulzé,uz % a=KO,Q=K+A-po ,B=K+A

Okrajové Pj (X,V ,T) :1{

podminka log(K)



P. Jako rizikov e neutralni
J . :
pravd epodobnosti

Uvazujme stochastické procesy
dx :(r+ujvt) dt+\/qdvy1
dv, =(a- by, ) dt+oyfv, dW

M&me funkci g (XV)

fi (w9 =E[ o(X{T) v( )| £ )= 2 (}=V]



Podle Itoovy formule

of of. of, 1 aZf
df: =—L +(r+u.v +(a-hv += v—
I ot ( J )ax ( : )av 2 9x>
0°f. 1 ., 9°f of.
j 2 j j j
+ pov +— O'V +v—dW +ovv —d
P oxov 2 v 2 \/_ax i \/_av

fi  musi byt martingal , a proto drift musi byt nulovy

of - of. of, 02f
bt} +(r+u v) (a—b-v) +1v—
ot 1) ax Plov 2 gx2
0°f, 1 , 0°f,
+ POV +=0°V =
oxov 2 0\)2

Okrajova podminka fi (xv,T)= g xv)



Tato rovnice je stejna jako pro Pj

Jestlize volime

g ( X’V) = ]'{leog(K)}

budou f J

podminénymi pravdépodobnostmi

P (xv tlog( K))= F{ { T)=log( K| £ = )=v}



Reseni neexistuje v uzaviené formé

Volme proto

g(x,v)=exp( ®x)
f. jsou charakteristické funkce

Reseni hledame ve tvaru

fj(xv.T)=exp( A(T-9+B(T- ) w &



Aj ,BJ. splriuji dvé obycCejné diferencialni rovnice
: : 1.2, 1 200 _
-Bj (1) +iu;0-h B —ECD +ipo®B +0 B*=0
- A (1)+itd+aB; =0
vzhledem

A (0)=0, B (0)=0



Re3enim je

fi(xv,T;0) :exp(Aj (T-t®@)+ B (T- t®) v+ 'nD>§

2

Aj (T;CD) :ird>r+0i< (bj —ipGCD+dj )T—Zlog[ 1gje

N

b, —ipod +d; [ 1-&d
B (1;) =~ pz J<1ed.T>
0) 1—gjel
g_:bj—ipocmdj
' b, —ipo®-d,

d, :\/(iPGCD—bj )~ 0?20y @ - v?)




Pravdépodobnosti P ziskame inverzni Fourierovou transformaci

J

. 100 'e—icplog(K) £ (x,v T ,fD)
P (xv ,t;Iog(K)):E+EIRe =
0

| P




Rizikové neutralni dynamika v Hestonové modelu

Podle Girsanovovydty jsou nahodné procesW,(t), W, (t) Wienerovy procesyip
pravdEpodobnostni nie Q :

dW(t)= dW( §-2, dt

AV (§ = W ( §—q( v, ) b

d 1 pt 2 5 t t
d—gzexp{—ifo(%—Az(S,v s [ A b [A( )8 dW)}s
Rizikové neutralni dynamika v Heston®wmodelu je

d§ = r$ dt- v, SdW )t
dv, =x" (0* —vt)dH—a\/v_th\é(I)

(:orr(VY/1 ,VVZ) =p
K =K+ kov(t)

0 — K0
K+ kau(t)

Cena opce je rizik@neutralnim sité

C(ST Kv)=E[&ma $ - KQ| (1}



Rozdil cen call opci v Hestonov é
a Black-Scholesov e modelu

* Hodnoty vstupnich parametru

S=1000,k =16 = 0.14 = Or = OT = 0. (0¥ 0.z, = O.
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Rozdil cen call opci v Hestonov
a Black-Scholesov e modelu

* Rozdil cen call opci v Hestonové a BS modelu pfi nulové korelaci

03— T [
I

I I I I :
I I I I i -0
02— _____ e e ‘S'gma 0.5 ‘

I | | | %****

I # Hk % I I I ** ***
\** * | | | % \ **
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Volatility smile

e Vstupni parametry
$=1000,8 = 0,1,A= 0,r= 0,T = 0,5y (O¥ 0,1, rho=

0.36 -
0.35
0.34 -

0.33

sigma=0.1

0.32 -

0.31- - —

— I

Implied volatility

sigma=0.5

o
w
T

0.29 -
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\ \ \
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strike K

Vliv volatility volatility (parametr sigma) na tvar smilu



Volatility smile

0.38

0.36
0.34
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Vliv rychlosti pfizplsobeni mean reversion (parametr kappa) na tvar smilu



05—

Volatility smile

0.45—

Implied volatility

Vliv korelace mezi kurzem akcie a volatilitou na tvar smilu



Volatility smile

o Parametry sigma a kappa ovliviuji kfivost smilu, i kdyz
kazdy trochu jinym zpusobem. Rostouci volatilita
volatility a rostouci rychlost pfizpusobeni zvySuje krivost
smilu

« Korelace ovliviuje sklon smilu. PFi pozitivni korelaci ma
smile kladny sklon, pfi negativni je sklon zaporny.

e Uroveri smilu ovliviiuje rovnovazna droveri volatility
(parametr theta)



DalSi modely SV

SABR (popularni v praxi, aplikovatelny jen
na kratka obdobi)

Hull-Whiteuv model (pfedpoklada
nekorelovatelnost volatility a kurzu)

Stein&Stein model
Dupireho model lokalni volatility



Variance —gamma procesy

V ramci dne informace prichazeji v nahodnych
okamzicich

Kazdé informaci odpovida nahodna zmena ceny
nodkladového aktiva (akcie)

Pocet prichozich informaci je nahodny

|

Uzaviraci cena je nhahodnym souctem
nahodnych zmén




Variance gamma proces
je ve sve podstaté Wieneruv proces s nahodnym ¢asem.
(Cas ma gamma rozdéleni)

plEx
|

pijt
three sample paths of varinace-gamma levy processes



Variance gamma proces

Hodnota evropské call opce

l-v r

) _
\/ c, vV

—Kexp(- d,/ ,OS I=v r}

c, V

call(S,7,K) [




Variance-gamma proces

kde 1 S t. (1-
d=—|log| — [+rt+—logl —=
S K % 1-¢




Jump-diffusion proces

 Kombinace geometrickeho Brownova
pohybu a slozeného Poissonova procesu

* Slozeny Poissonuv proces:

Velikost skoku je ndhodna,obvykle ma normalni
rozdéleni nebo obecné dvojité exponencialni rozdéleni
(téz nazyvané Laplaceovo)



Jump-diffusion proces
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Aplikace modelu SV

» V praxi se pozivaji obchodované plain
vanila opce k ziskavani vstupnich
parametru a ty pak slozi k ocenovani
exotickych opci a opci uvadenych na trh.



Kotace menovych opci

OTC Currency Option Quotes

e The five option quotes at each maturity are:

1. Implied volatilitv of a delta-neutral straddle [ATMV)
— A straddle is the sum of a call with a put at the same strike.
— Delta-neutral means é(¢) +d(p) =0= N(d, )=05=d, =10
—ATMV = IV({50 d ¢) { = IV(-50 4 p) by put call parity).
2. 25-delta risk reversal (RR25)
— RR25 = IV(2546c) — TV (256p).
— Captures the slope of the smile, which proxies the skewness of the risk-
neutral return distribution.
3. 25-delta strangle margin (a.k.a butterflv spread) (SM25)
— A strangle is the sum of a call and a put at two different strikes.
— SM25 = (IV(258e) + IV (254p)) /2 — AT MV,
— Captures the curvature of the smile (kurtosis of the distribution).
4. 10-delta RR and 10-delta SM.



Kotace menovych opci

smile curve for fixed tenor

put delta

volatility

call delta

-0.25

+0.25

Zdroj: Jakub Mertlik, ING




Kotace menovych opci

Convert Quotes to Option Prices

e Convert the quotes into implied volatilities at the five deltas:
IVi0ds) = ATMV;
IV(253¢) = ATMV 4+ RR25/2+ SM25;
IV(258p) = ATMV — RR25/2+ SM25;
IV(106e) = ATMV + RR10/2+ SM10;
IV{10ép) = ATMV — RR10/24 SM10.

e Download LIBOR and swap rates on USD, JPY, and GBP to generate the rele-

vant yvield curves (rg, re).

f
e Convert deltas into strike prices
. O 1 S
K= Fexp |FIV(6.7)WTN L 776) + ;IT (6, 7 T

e Convert implied wolatilities info out-of-the-money option prices using the BS
formulae.
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